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Wykªad 9

Caªka z funkcji nieujemnej
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Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡.

Def. Je»eli f (x) =
n∑

i=1

yi1Ai
(x) jest nieujemn¡ funkcj¡ prost¡,

{yi}ni=1 ⊆ R+ i {Ai}ni=1 ⊆ F , to warto±¢ ∫
X
f dµ :=

n∑
i=1

yiµ(Ai )
f

A1

y1

A2

y2

A3

y3

A4

y4

nazywamy caªk¡ z funkcji f

wzgl¦dem miary µ.

Mówimy, »e f jest caªkowalna je»eli
∫
X f dµ <∞ (konwencja 0 ·∞ = 0)

Lem. Powy»sza de�nicja jest poprawna (nie zale»y od przedstawienia f ).

Dowód:
n∑

i=1

yi1Ai
=

m∑
j=1

zj1Bj
=⇒

n∑
i=1

yiµ(Ai ) =
m∑
j=1

zjµ(Bj)

Prz.
∫
X 1A dµ = µ(A), dla A ∈ F (1A caªkowalna ⇐⇒ µ(A) <∞)

Np.
∫
R 1Q∩[0,1] dλ = λ(Q∩ [0, 1]) = 0, czyli 1Q∩[0,1] jest λ-caªkowalna.2 / 9



Stw. Dla f , g ∈ E(F) nieujemnych oraz α, β ∈ R+ mamy

1
∫
X αf + βg dµ = α

∫
X f dµ+ β

∫
X g dµ (�dodatnia liniowo±¢�)

2 f ¬ g =⇒
∫
X f dµ ¬

∫
X g dµ (monotoniczno±¢)

Dowód: (1). Niech f =
∑n

i=1 yi1Ai
oraz g =

∑m
j=1 zj1Bj

, gdzie

{Ai}ni=1 ⊆ F oraz {Bj}mj=1 ⊆ F rozbicia przestrzeni X . Wtedy

αf + βg =
n∑

i=1

m∑
j=1

(αyi + βzj)1Ai∩Bj

oraz
∑m

j=1 µ(Ai ∩ Bj)
add
= µ(

⊔m
j=1 Ai ∩ Bj) = µ(Ai ∩

⊔m
j=1 Bj) = µ(Ai )

i podobnie
∑n

i=1 µ(Ai ∩ Bj) = µ(Bj). St¡d∫
X

αf + βg dµ
def
=

n∑
i=1

m∑
j=1

(αyi + βzj)µ(Ai ∩ Bj)

=
n∑

i=1

αyi
m∑
j=1

µ(Ai ∩ Bj) +
m∑
j=1

βzj
n∑

i=1

µ(Ai ∩ Bj)

add
=

n∑
i=1

αyiµ(Ai ) +
m∑
j=1

βzjµ(Bj)
def
= α

∫
X

f dµ+ β
∫
X

g dµ
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(2). Je±li f ¬ g , to g = f + (g − f ) jest sum¡ funkcji prostych

nieujemnych i st¡d
∫
X

g dµ
(1)
=
∫
X

f dµ+
∫
X

g − f dµ ­
∫
X

f dµ. �

Uw. Je»eli f ­ 0 nieujemna funkcja mierzalna, to f = sup
n∈N

fn, gdzie

{fn}∞n=1 ⊆ E(F) nieujemne funkcje proste takie, »e fn ↗ f (Wykªad 8)

Def. Caªk¦ z funkcji mierzalnej nieujemnej f ­ 0 de�nijumy jako∫
X
f dµ := sup

{∫
X
h dµ : 0 ¬ h ¬ f , h ∈ E(F)

}
.

Powiemy, »e f jest caªkowalna, je»eli
∫
X f dµ <∞.

Uw. Powy»sza de�nicja jest zgodna z poprzedni¡.

Lem. f , g ∈M(F), 0 ¬ f ¬ g =⇒
∫
X f dµ ¬

∫
X g dµ.

Dowód:
∫
X

f dµ = sup
{∫

X h dµ : 0 ¬ h ¬ f , h ∈ E(F)
}

¬ sup
{∫

X h dµ : 0 ¬ h ¬ g , h ∈ E(F)
}

=
∫
X

g dµ �4 / 9



Tw. (Leviego) o zbie»no±ci monotonicznej

Beppo Levi

(
{fn}∞n=1 mierzalne

nieujemne oraz fn ↗ f

)
=⇒

∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ

Dowód: f1 ¬ f2 ¬ f3 ¬ ... =⇒
∫
X f1 dµ ¬

∫
X f2 dµ ¬ ... . St¡d

lim
n→∞

∫
X fn dµ = sup

n∈N

∫
X fn dµ istnieje. Ponadto

∫
X fn dµ ¬

∫
X f dµ, bo

fn ¬ f dla ka»dego n ∈ N. Zatem

lim
n→∞

∫
X
fn dµ ¬

∫
X
f dµ.

Aby wykaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡ we¹my h ∈ E(F), gdzie 0 ¬ h ¬ f .
Potrzebujemy pokaza¢, »e∫

X
h dµ ¬ lim

n→∞

∫
X
fn dµ.

W tym celu ustalmy α ∈ (0, 1) i zauwa»my, »e skoro fn(x)↗ f (x), to

∀x∈X ∃n∈N αf (x) ¬ fn(x).

Zatem zbiory Bn := {x ∈ X : αf (x) ¬ fn(x)} ∈ F pokrywaj¡ caª¡

przestrze« X oraz B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ... . Czyli Bn ↗ X . Ponadto
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αh1Bn

h¬f
¬ αf 1Bn

def Bn

¬ fn1Bn ¬ fn. St¡d dla ka»dego n ∈ N mamy∫
X
αh1Bn dµ ¬

∫
X
fn dµ. (∗)

Niech h =
N∑
i=1

yi1Ai
, gdzie {Ai}Ni=1 ⊆ F . Na mocy ci¡gªo±ci miary

lim
n→∞

µ(Ai ∩ Bn)
Bn↗X
= µ(Ai ∩ X ) = µ(Ai ), dla i = 1, ...,N.

Zatem∫
X αh1Bn dµ = α

∫
X

N∑
i=1

yi1Ai∩Bn dµ = α
N∑
i=1

yiµ(Ai ∩ Bn)

n→∞−→ α
N∑
i=1

yiµ(Ai ) = α
∫
X h dµ.

Czyli

α
∫
X h dµ = lim

n→∞

∫
X αh1Bn dµ

(∗)
¬ lim

n→∞

∫
X fn dµ

Przechodz¡c z α→ 1 dostajemy

∫
X
h dµ ¬ lim

n→∞

∫
X
fn dµ �
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Wn1. Dla f , g ∈M(F) nieujemnych oraz α, β ∈ R+ mamy

1
∫
X αf + βg dµ = α

∫
X f dµ+ β

∫
X g dµ (�dodatnia liniowo±¢�)

2 Je±li {fn}∞n=1 ⊆M(F), fn ­ 0,
∞∑
n=1

fn <∞, to
∞∑
n=1

fn ∈M(F)

∫
X

∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
X
fn dµ.

(
caªkowanie szeregu

wyraz po wyrazie

)
Dowód: (1). Niech {fn}∞n=1, {gn}∞n=1 ⊆ E(F) funkcje proste takie, »e

fn ↗ f , gn ↗ g . Wtedy E(F) 3 αfn + βgn ↗ αf + βg i st¡d∫
X

αf + βg dµ
Levi
= lim

n→∞

∫
X

αfn + βgn dµ

Stw
= lim

n→∞

(
α
∫
X

fn dµ+ β
∫
X

gn dµ

)
= α lim

n→∞

∫
X

fn dµ+ β lim
n→∞

∫
X

gn dµ

Levi
= α

∫
X f dµ+ β

∫
X g dµ
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(2). Niech {fn}∞n=1 ⊆M(F), fn ­ 0,
∞∑
n=1

fn <∞. Sumy cz¦±ciowe

N∑
n=1

fn s¡ mierzalne (boM(F) przestrze« liniowa) oraz
N∑

n=1

fn ↗
∞∑
n=1

fn,

sk¡d
∞∑
n=1

fn ∈M(F) (jako granica funkcji mierzalnych). Ponadto

∫
X

∞∑
n=1

fn dµ
Levi
= lim

N→∞

∫
X

N∑
n=1

fn dµ
(1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

∫
X

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
X

fn dµ �

Wn2. (Lemat Fatou)
Fatou

Dla {fn}∞n=1 ⊆M(F), fn ­ 0, mamy∫
X
lim inf
n→∞

fn dµ ¬ lim inf
n→∞

∫
X
fn dµ (póªci¡gªo±¢ z doªu)

Dowód: Przypomnijmy, i» inf
k­n

fk(x)↗ lim inf
n→∞

fn(x). Zatem∫
X
lim inf
n→∞

fn dµ
Levi
= lim

n→∞

∫
X
inf
k­n

fk dµ ¬
{

inf
k­n

fk (x)¬fn(x)

monotoniczno±¢ caªki

}
¬ lim inf

n→∞

∫
X
fn dµ. �
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Prz1. Niech (X ,F , µ) = (R,B(R), λ) oraz niech

fn(x) :=
1

n
1[0,n](x) =

{
1
n , x ∈ [0, n],

0, x 6∈ [0, n].

Wtedy fn zbiega (i to nawet jednostajnie) do zera, ale∫
R
fn dλ =

1

n
· λ([0, n]) = 1 6→ 0 =

∫
R
0 dλ =

∫
R

lim
n→∞

fn dλ

Prz2. Niech (X ,F , µ) = (R,B(R), λ) oraz

fn :=
1

n
(x) =

{
1[0,1], n parzyste

1(1,3], n nieparzyste

Wtedy limn→∞ fn(x) nie istnieje dla x ∈ [0, 3], ale dla x ∈ R mamy

lim infn→∞ fn(x) = 0. Ponadto∫
R
f2n dλ = λ([0, 1]) = 1 oraz

∫
R
f2n+1 dλ = λ((1, 3]) = 2.

Zatem limn→∞
∫
R fn dλ nie istnieje, ale lim infn→∞

∫
X fn dµ = 1. Czyli∫

X
lim inf
n→∞

fn dµ = 0 < 1 = lim inf
n→∞

∫
X
fn dµ.
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