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Wyktad 9

Catka z funkcji nieujemnej
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Niech (X, F, 1) przestrzen z miara.

Def. Jezeli ( = Z yila,(x) jest nieujemna funkcja prosta,

{yitt 4 i {A; } C F, to warto$¢
ya f —_— n
/ fdu:= Zy;u(A
v B 2 i=1
Y1 —_—

nazywamy catka z funkcji £
s wzgledem miary p.

y3 i s

] =A15A25A3=A4'
Méwimy, ze f jest catkowalna jezeli [, f dj < oo (konwencja 0-oc0 = 0)

Lem. Powyzsza definicja jest poprawna (nie zalezy od przedstawienia f). ]

Dowdd: }_ yila = > zlg = Z.yl:u( i) =2 zjn(B) m
j=1 O

i=1 j=1

Prz. [, 1adp = pu(A), dla Ac F (1a catkowalna <= ;(A) < o)
Np. [p Tgnpo,1) dX = MQN[0,1]) = 0, czyli Tgno,1] jest A-catkowalna., o




Stw. Dla f, g € £(F) nieujemnych oraz a, 3 € RT mamy
(1) fX af + Bgdu = ozfX fdu+ ﬁfxg du (. dodatnia liniowos¢”)
Qf<g = [ fdu< [ gdu (monotonicznos¢)

Dowdd: (1). Niech f =371, yilla oraz g = >, z1p, gdzie
{Ai}]_, C F oraz {B;}; C F rozbicia przestrzeni X. Wtedy

af +Bg =D Y (ayi+ Bz)lans,

i=1 j=1

m add m
oraz 77, ulA; 1 B) 2 (U7, A1V By) = (A LI By) = (A
i podobnie > 7 ; M(A N Bj) = u(B;)). Stad

faf+ﬂgd S Z(ay,JrﬂzJ) (Ain B))

i=1j=

n

=3 ay ; 1A B)) + f: Bz, iu(A,- nB)
J= Jj= i=

i=1

dd du def
=S ayin(A) + S Bzu(B) = o [ fdu+ B [gdu
i=1 j=1 X X 3/9



(2). Jesli f < g, to g = f+( — f) jest suma funkgji prostych
n|eUJemnych|stqdfgd,u—ffdu+fg—fdu ffdu [ |

Uw. Jezeli f > 0 nieujemna funkcja mierzalna, to f = sup f,, gdzie

neN

{fr}52; C E(F) nieujemne funkcje proste takie, ze f, /' f (Wyktad 8)

Def. Catke z funkcji mierzalnej nieujemnej f > 0 definijumy jako

/fd,u,::sup{/ hdup:0< h<f, heé’(]—")}.
X X

Powiemy, ze f jest catkowalna, jezeli fX fdu < oo.

Uw. Powyzsza definicja jest zgodna z poprzednia.
s

Lem. f,g e M(F), 0<f<g= [ fdu< [ gdpu

Dowéd: [ fdu=sup{[, hdu:0< h<f, he&(F)}
X

<sup{ [y hdp:0< h<g, he&(F)} = [gdu M,




Tw. (Leviego) o zbieznoSci monotonicznej

a’:
{fa}72, mierzalne L §
< nieujemne oraz f, /' f — % repi= nII—>n;o x fndp 4 )

Beppo Levi

Dowéd: i < < s < .. = [y hidu< [y hdu< ... Stad
lim [ fodp = sup [y fo du istnieje. Ponadto [y fo du < [y f dp, bo
n—0o0 HEN

f, < f dla kazdego n € N. Zatem

lim /fnd,u</fd,u.
n—=oo Jx X

Aby wykaza¢ nieréwnos¢ przeciwng wezmy h € E(F), gdzie 0 < h < f.
Potrzebujemy pokaza¢, ze

/hdu< Iim/fndu.
X =0 Jx

W tym celu ustalmy o € (0,1) i zauwazmy, ze skoro f,(x) /" f(x), to
Vxex Tdnen af(x) < fo(x).

Zatem zbiory B, := {x € X : af(x) < f(x)} € F pokrywaja cata

przestrzen X oraz By C B, C B3 C ... . Czyli B, /" X. Ponadto
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h<f def B

ahlpg, < aflg, < B, < f,. Stad dla kazdego n € N mamy

n fn
/ah]lgn du</ fo dp. (*)
X X

N
Niech h =Y yila., gdzie {A;}¥, C F. Na mocy ciagtosci miary
i=1

lim u(A; N By) B LX AN X) = w(A),  dlai=1,.. N

Zatem

N N
Jxahlp, du=a [} 3 yilans, dp = a Y yip(Ai N By)
i=1 i=1

nﬂoazly,(, =a [ hdpu.
Czyli
: S,
an hdp = lim fX ahlpg dy < lim fX fodu
Przechodzac z « — 1 dostajemy / hdu < lim / fodu |
X n—ee ) x
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Wnl. Dla f, g € M(F) nieujemnych oraz o, 3 € RT mamy
(. dodatnia liniowos¢”)

@ [xaf +PBgdu=a [y fdu+p[xegdpy
Q Jesli {£,1°0, C M(F), £, 20, S f, < 00, to 3 f € M(F)
n=1 n=1

catkowanie szeregu>

fodyu = fndu.
/ X ; & ; / X & < wyraz po wyrazie

Dowdd: (1). Niech {£,}°°,, {gn}32; C E(F) funkcje proste takie, ze
fn /' f, gn /" g Wtedy E(F) 3 af, + Bgn /" af + g i stad
' fim [ af, + Bgadp

n—700X

[af +pgdu =

X

A im <affndu+5fgndu>
n—oo X X

=alim [fdp+p3 lim [g,dp
n—>OOX n—)OOX

7/9



(2). Niech {f,}°°, C M(F), f, =0, Z fn < 00. Sumy czesciowe
n=1

N

> fn sa mierzalne (bo M(F) przestrzen liniowa) oraz Z fn / Z fn,
n=1 n=1 n=1
skad > f, € M(F) (jako granica funkcji mierzalnych). Ponadto

n=1

[ fodp ' Jim fzfdu(i) Jim S [fdu= 3 [frdu m

X n=1 HOOX n= O p=1x n=1X ‘
‘ -]

Wn2. (Lemat Fatou) Dla {f,}°°; C M(F > 0, mam ;
( ) Dla {f,}32, € M(F), f y
/ liminf f, du < I|m|nf/ fodu (potciggtos¢ z dotu)
X

— —
Xn o n oo

Dowdd: Przypomnijmy, iz /ir;f fr(x) / liminf f,(x). Zatem
Z2n n—oo

- Levi . inf fie(x)<fa(x)
liminf £, du 2 im inf f du < kzn " ! .
x n—0o n—oo [ s k>=n monotoniczno$¢ catki

< Iiminf/ fndpu. ]
X
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Prz1. Niech (X, F, u) = (R, B(R), A) oraz niech
1

l, x € (0, n|,
[On]() {8, x;{o,n}.

Wtedy f, zbiega (i to nawet jednostajnie) do zera, ale

1 .
/Rf,,d)\:n-/\([O,n]):17L>O:/ROd>\:/R lim £, dA

n—oo

fo(x) =

Prz2. Niech (X, F,u) = (R, B(R), \) oraz

£ l(x) _ Lo, n p.arzyste
n 113, n nieparzyste
Wtedy lim,_.~ fr(x) nie istnieje dla x € [0, 3], ale dla x € R mamy
liminf,_ fr(x) = 0. Ponadto
/ fomdA = A([0,1]) = 1 oraz / foms1 dA = A((1,3]) =
R R

Zatem lim, o [ fa dX nie istnieje, ale liminf, . [} fodp = 1. Czyli

/ liminff,dy=0<1=Iliminf [ f,du.
X X
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